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La induccidn electromagnética es el fendmeno que origina la produccion de
una fuerza electromotriz (f.e.m. o voltaje) en un medio 0 cuerpo expuesto a un campo
magnético variable, o bien en un medio mévil respecto a un campo magnético estatico.
Es asi que, cuando dicho cuerpo es un conductor, se produce una corriente inducida.
Este fendmeno fue descubierto por Michael Faraday quién lo expresé indicando que la
magnitud del voltaje inducido es proporcional a la variacién del flujo magnético (Ley de
Faraday).

Por otra parte, Heinrich Lenz comprob6 que la corriente debida a la f.e.m.
inducida se opone al cambio de flujo magnético, de forma tal que la corriente tiende a
mantener el flujo. Esto es valido tanto para el caso en que la intensidad del flujo varie, o
que el cuerpo conductor se mueva respecto de él.

Definicidn matematica
Matematicamente se puede expresar como:
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donde:
&= Fuerza electromotriz en voltios
® = Flujo magnético en weber
t = Tiempo en segundos
y el signo — es debido a la Ley de Lenz.
La induccion electromagnética es el principio fundamental sobre el cual operan
transformadores, generadores, motores eléctricos, la vitroceramica de induccién y la

mayoria de las demas maquinas eléctricas.

De forma maés general, las ecuaciones que describen el fendmeno son:
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Ley de Faraday

La Ley de induccion electromagnética de Faraday (o simplemente Ley de
Faraday) se basa en los experimentos que Michael Faraday realizé en 1831 y establece
que el voltaje inducido en un circuito cerrado es directamente proporcional a la rapidez
con que cambia en el tiempo el flujo magnético que atraviesa una superficie cualquiera
con el circuito como borde:

L d [ = =
ng. ..E_—EJSB-dA

donde FE'es el campo eléctrico, dl es el elemento infinitesimal del contorno C,
Bes la densidad de campo magnético y S es una superficie arbitraria, cuyo borde es C.
Las direcciones del contorno C y de d.4destan dadas por la regla de la mano izquierda.

La permutacion de la integral de superficie y la derivada temporal se puede
hacer siempre y cuando la superficie de integracién no cambie con el tiempo.

Por medio del teorema de Stokes puede obtenerse una forma diferencial de esta ley:

VxFE= —d—B
ot
Esta es una de las ecuaciones de Maxwell, las cuales conforman las ecuaciones
fundamentales del electromagnetismo. La ley de Faraday, junto con las otras leyes del
electromagnetismo, fue incorporada en las ecuaciones de Maxwell, unificando asi al
electromagnetismo.

En el caso de un inductor con N vueltas de alambre, la férmula anterior se
transforma en:

. dP
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dt
donde Ees la fuerza electromotriz inducida y d/dt es la tasa de variacion temporal del
flujo magnético @. La direccion de la fuerza electromotriz (el signo negativo en la
formula) se debe a la ley de Lenz.

Induccion magnética

La induccion magnética o densidad de flujo magnético, cuyo simbolo es B, es
el flujo magnético por unidad de area de una seccién normal a la direccion del flujo, y
en algunos textos modernos recibe el nombre de intensidad de campo magnético, ya que
es el campo real.
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La unidad de la densidad en el Sistema Internacional de Unidades es el tesla.
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Donde B es la densidad del flujo magnético generado por una carga que se
mueve a una velocidad v a una distancia r de la carga, y u, es el vector unitario que une
la carga con el punto donde se mide B (el punto r).

o @j( (1dl) x i,
0 bien A T2

Donde B es la densidad del flujo magnético generado por un conductor por el
cual pasa una corriente I, a una distancia r.

La férmula de esta definicion se llama Ley de Biot-Savart, y es en magnetismo
la equivalente a la Ley de Coulomb de la electrostéatica, pues sirve para calcular las
fuerzas que actuan en cargas en movimiento.

El campo induccion, B, o densidad de flujo magnético (los tres nombres son
equivalentes) es mas fundamental en electromagnetismo que el campo H, ya que es el
responsable de las fuerzas en las cargas en movimiento y es, por tanto, el equivalente

Ecuaciones de Maxwell
+

-V

Las cuatro ecuaciones de Maxwell describen todos los fendmenos
electromagnéticos, aqui se muestra la induccién magnética por medio de una corriente
eléctrica.
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Las ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones que describen
por completo los fendmenos electromagnéticos. La gran contribucion de James Clerk
Maxwell fue reunir en estas ecuaciones largos afos de resultados experimentales,
debidos a Coulomb, Gauss, Ampere, Faraday Yy otros, introduciendo los conceptos de
campo Yy corriente de desplazamiento, y unificando los campos eléctricos y magnéticos
en un solo concepto: el campo electromagnético.*

Desarrollo historico de las ecuaciones de Maxwell

Retrato de Maxwell.
Véase también: Electromagnetismo

Las ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones que
aparecieron de manera separada en la publicacion de 1861 On Physical Lines of Force
por parte del cientifico James Clerk Maxwell. El trabajo en si no era obra sélo de
Maxwell, en las ecuaciones notamos la ley de Faraday (ecuacidn 54 en su trabajo), la
ecuacion 56, div B = 0, de su autoria, la ley de Ampere con correcciones hechas por él
(ecuacion 112) y la ley de Gauss (ecuacion 113). Estas expresan respectivamente como
el cambio de los campos magnéticos producen campos eléctricos, la ausencia
experimental de monopolos magnéticos, como una corriente eléctrica y el cambio en los
campos eléctricos producen campos magneéticos y como cargas eléctricas producen
campos eléctricos. En el trabajo original de Maxwell se podian encontrar muchas otras
ecuaciones pero se llegé a simplificarlas a estas cuatro.?

El aspecto mas importante del trabajo de Maxwell en el electromagnetismo es el
término que introdujo en la ley de Ampeére; la derivada temporal de un campo eléctrico,
conocido como corriente de desplazamiento. El trabajo que Maxwell publicé en 1865, A
Dynamical Theory of the Electromagnetic Field, modificaba la version de la ley de
Ampere con lo que se predecia la existencia de ondas electromagnéticas propagandose,
dependiendo del medio material, a la velocidad de la luz en dicho medio. De esta forma
Maxwell identifico la luz como una onda electromagnética, unificando asi la dptica con
el electromagnetismo.®

Exceptuando la modificacion a la ley de Ampére, ninguna de las otras
ecuaciones era original. Lo que hizo Maxwell fue re obtener dichas ecuaciones a partir
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de modelos mecanicos e hidrodindmicos usando su modelo de vortices de lineas de
fuerza de Faraday.

En 1884, Oliver Heaviside junto con Willard Gibbs agrup6 estas ecuaciones y
las reformul6 en la notacién vectorial actual. Sin embargo, es importante conocer que al
hacer eso, Heaviside usé derivadas parciales temporales, diferentes a las derivadas
totales usadas por Maxwell, en la ecuacion (54). Ello provoco que se perdiera el término
vxB que aparecia en la ecuacion posterior del trabajo de Maxwell (nimero 77). En la
actualidad, este término se usa como complementario a estas ecuaciones y se conoce
como fuerza de Lorentz.

La historia es aln confusa, debido a que el término ecuaciones de Maxwell se
usa también para un conjunto de ocho ecuaciones en la publicacién de Maxwell de
1865, A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field, y esta confusion se debe a que
seis de las ocho ecuaciones son escritas como tres ecuaciones para cada eje de
coordenadas, asi se puede uno confundir al encontrar veinte ecuaciones con veinte
incognitas. Los dos tipos de ecuaciones son casi equivalentes, a pesar del término
eliminado por Heaviside en las actuales cuatro ecuaciones.

Detalle de las ecuaciones

Ley de Gauss

Articulo principal: Ley de Gauss

b
v

Y

T\

A 4

Flujo eléctrico de una carga puntual en una superficie cerrada.

La ley de Gauss explica la relacién entre el flujo del campo eléctrico y una
superficie cerrada. Se define como flujo eléctrico () a la cantidad de fluido eléctrico
que atraviesa una superficie dada. Analogo al flujo de la mecanica de fluidos, este fluido

eléctrico no transporta materia, pero ayuda a analizar la cantidad de campo eléctrico ( E/
) que pasa por una superficie.* Matematicamente se la expresa como:
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La ley dice que el flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada es
igual al cociente entre la carga (q) o la suma de las cargas que hay en el interior de la
superficie y la permitividad eléctrica en el vacio (&), asi:” °

ffﬁ'.dg'zi
5 En

La forma diferencial de la ley de Gauss es

v.E=L

€0

Donde p es la densidad de carga. Esta expresion es para una carga en el vacio,
para casos generales se debe introducir una cantidad llamada densidad de flujo eléctrico

() y nuestra expresion obtiene la forma:
V-D=p
Ley de Gauss para el campo magnético

Articulos principales: Ley de Gauss y Monopolo magnéetico

Las lineas de campo magnético comienzan y terminan en el mismo lugar, por lo
gue no existe un monopolo magnético.

Experimentalmente se llegd al resultado de que los campos magnéticos, a
diferencia de los eléctricos, no comienzan y terminan en cargas diferentes. Esta ley
primordialmente indica que las lineas de los campos magnéticos deben ser cerradas. En
otras palabras, se dice que sobre una superficie cerrada, sea cual sea ésta, no seremos
capaces de encerrar una fuente o sumidero de campo, esto expresa la no existencia del
monopolo magnético.” Matematicamente esto se expresa asf:°

V-B=0
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Donde _es la densidad de flujo magnético, también llamada induccién
magnética. B

Su forma integral equivalente:
§ B-as=0
8

Como en la forma integral del campo eléctrico, esta ecuacion sélo funciona si la
integral esta definida en una superficie cerrada.

Ley de Faraday-Lenz
Articulo principal: Ley de Faraday-Lenz

La ley de Faraday nos habla sobre la induccion electromagnética, la que origina
una fuerza electromotriz en un campo magnetico. Esta ley es muchas veces llamada
como ley de Faraday-Lenz, debido a que Heinrich Lenz descubrid ésta induccion de
manera separada a Faraday pero casi simultanea.® Lo primero que se debe introducir es
la fuerza electromotriz (£), si tenemos un campo magnético variable con el tiempo, una
fuerza electromotriz es inducida en cualquier circuito eléctrico; y esta fuerza es igual a
menos la derivada temporal del flujo magnético, as:’

dop

&=

Como el campo magnético es dependiente de la posicion tenemos que el flujo
magnético es igual a:

¢B=f§d§
5 .

Ademas, el que exista fuerza electromotriz indica que existe un campo eléctrico
que se representa como:

ngﬁﬂf

Con lo que finalmente se obtiene la expresion de la ley de Faraday:®

—_ — d —_ —_
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Lo que indica que un campo magnético que depende del tiempo implica la
existencia de un campo eléctrico, del que su circulacién por un camino arbitrario
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cerrado es igual a menos la derivada temporal del flujo magnético en cualquier
superficie limitada por el camino cerrado.

La forma diferencial de esta ecuacion es:
JdB
ot
Esta ecuacion relaciona los campos eléctrico y magnético, pero tiene también
muchas otras aplicaciones practicas. Esta ecuacién describe como los motores eléctricos

y los generadores eléctricos funcionan. Méas precisamente, demuestra que un voltaje
puede ser generado variando el flujo magnético que atraviesa una superficie dada.

—

VxE=

Ley de Ampere generalizada

Ampere formul6 una relacion para un campo magnético inmovil y una corriente
eléctrica que no varia en el tiempo. La ley de Ampere nos dice que la circulacion en un

campo magnético (/) a lo largo de una curva cerrada C es igual a la densidad de
corriente (J ) sobre la superficie encerrada en la curva C, matematicamente as:°

# Brdl'=po [ j-d3
- 5

Donde Hoes la permeabilidad magnética en el vacio.

Pero cuando esta relacion se la considera con campos que si varian a través del
tiempo llega a calculos erréneos, como el de violar la conservacion de la carga.™
Maxwell corrigid esta ecuacion para lograr adaptarla a campos no estacionarios y
posgeriormente pudo ser comprobada experimentalmente. Maxwell reformulo esta ley
asi:

o - - d - -
f(B-d.E:pgfj'-dS—l—pgfg—]E-dS
e s dt Js

En el caso especifico estacionario esta relacién corresponde a la ley de Ampere,
ademas confirma que un campo eléctrico que varia con el tiempo produce un campo
magnético y ademas es consecuente con el principio de conservacién de la carga.’

En forma diferencial, ésta ecuacién toma la forma:

)
VxB :ﬂﬂj‘i‘ﬂ'ﬂfﬂa
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En medios materiales

Para el caso de que las cargas estén en medios materiales, y asumiendo que éstos
son lineales, homogéneos, is6tropos y no dispersivos, podemos encontrar una relacion
entre los vectores intensidad e induccién a traves de dos pardmetros conocidos como
permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética:**

—

= ffii = E‘{.ETE_'
= pH = pop.H
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Pero estos valores también dependen del medio material, por lo que se dice que
un medio es lineal cuando la relacién entre E/D y B/H es lineal. Si esta relacion es
lineal, matematicamente se puede decir que £y u estan representadas por una matriz
3x3. Si un medio es isotropo es porque esta matriz ha podido ser diagonalizada y

consecuentemente es equivalente a una funcién 5(331 Y, 3); si en esta diagonal uno de
los elementos es diferente al otro se dice que es un medio anisotropo. Estos elementos
también son llamados constantes dieléctricas y, cuando estas constantes no dependen de
su posicion, el medio es homogéneo.*?

El valor de £y pu en medios lineales no dependen de las intensidades del campo.
Por otro lado, la permitividad y la permeabilidad son escalares cuando las cargas estan
en medios homogéneos e isdtropos. Los medios heterogéneos e isotropos dependen de
las coordenadas de cada punto por lo que los valores, escalares, van a depender de la
posicion. Los medios anisétropos son tensores.™ Finalmente, en el vacio tanto Pcomo

J son cero porque suponemos que no hay fuentes.

En la siguiente tabla encontramos a las ecuaciones como se las formula en el
vacio y en la forma mas general.*®

En el vacio Caso general
- = P .

B == D=
\% € V-D=p
V-B=0 V-B=0
. - 9B - - OB
?sz—d— ?xE:—a—
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Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell como ahora las conocemos son las cuatro citadas
anteriormente y a manera de resumen se pueden encontrar en la siguiente tabla:

Nombre Forma diferencial Forma integral
Leyde 7.F= L }(}j.ﬂgg'zi
Gauss: €0 g g
Leyde
Gausspara | = = S —
elcampo V- B =10 j{;B ds'=0
magnético:

Ley de - _, 0B = d T
Faraday: V X B = ——— j’(jﬂ'fﬂ=——/§;ﬂ-ds

Ley de

Ampére =~ = - (5 7 e d :
gZhefaliza V x B = lig] +#‘DED'£3 cdl = ;_J,DLJ - ds + #DEDELE

Estas cuatro ecuaciones junto con la fuerza de Lorentz son las que explican
cualquier tipo de fendmeno electromagnético. Una fortaleza de las ecuaciones de
Maxwell es que permanecen invariantes en cualquier sistema de unidades, salvo
de pequefias excepciones, y que son compatibles con la relatividad especial y

f= —
general. Ademéas Maxwell descubrié que la cantidad v E0H0grg
simplemente la velocidad de la luz en el vacio, por lo que la luz es una forma de
radiacion electromagnética. Los valores aceptados actualmente para la velocidad
de la luz, la permitividad y la permeabilidad magnética se resumen en la
siguiente tabla:
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Unidad de medida

Simbolo Nombre Valor numeérico S| Tipo

c ://aeclioomdad doBlizand 2 998 % 10®  metros por segundo | definido
€0 Permitividad 8 854 % 102 faradios por metro | derivado
Ho Permeabilidad magnética | 451 w 10" henrios por metro | definido

Potencial escalar y potencial vector

Como consecuencia matematica de las ecuaciones de Maxwell y ademas con el
objetivo de simplificar sus calculos se han introducido los conceptos de potencial vector

(A) y potencial escalar (P). Este potencial vector no es Ginico y no tiene significado
fisico claro pero se sabe que un elemento infinitesimal de corriente da lugar a una

contribucién .4 paralela a la corriente.™* Este potencial se obtiene como consecuencia
de la ley de Gauss para el flujo magnético, ya que se conoce que si la divergencia de un
vector es cero, ese vector como consecuencia define a un rotacional, asi:™

V-B=V-(Vx4)=0
— B=VxA

A partir de este potencial vector y de la ley de Faraday puede definirse un
potencial escalar asi:*™

B, 0B
E = —-—
; V x o
vxEJrat(vxﬁ) = 0
Vx(E+%) =0 )
. 0A

— Vb = E+

dt

Donde el signo menos ( — ) es por convencion. Estos potenciales son importantes
porque poseen una simetria gauge que nos da cierta libertad a la hora de escogerlos.*® El
campo eléctrico en funcion de los potenciales:

. HA
E=-Vd-
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Hallamos que con la introduccion de estas cantidades las ecuaciones de Maxwell
quedan reducidas solo a dos, puesto que, la ley de Gauss para el campo magnético y la
ley de Faraday quedan satisfechas por definicion. Asi la ley de Gauss para el campo
eléctrico escrita en términos de los potenciales:

d - p
2 —_— — . [
Vb Sf{? A) -

y la ley de Ampére generalizada

= o 8 6A
?(?'A}—?A—Pﬂn}—,&nfng v‘I’—I-E

Notese que se ha pasado de un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales
parciales de primer orden a solo dos ecuaciones diferenciales parciales pero de segundo
orden. Sin embargo, estas ecuaciones se pueden simplificar con ayuda de una adecuada
eleccion del gauge.

Consecuencias fisicas de las ecuaciones

Principio de conservacion de la carga

Las ecuaciones de Maxwell llevan implicitas el principio de conservacion de la
carga. El principio afirma que la carga eléctrica no se crea ni se destruye, ni global ni
localmente, sino que Unicamente se transfiere; y que si en una superficie cerrada esta
disminuyendo la carga contenida en su interior, debe haber un flujo de corriente neto
hacia el exterior del sistema. Es decir la densidad de carga Py la densidad de corriente

J satisfacen una ecuacion de continuidad.

A partir de la forma diferencial de la ley de Ampere se tiene:

(%)

L. - L 9
V- ('F X B) = poV 'J‘l‘#ufuat
Que al reemplazar la ley de Gauss y tomar en cuenta que V- (T x i) =0
(para cualquier vector ), se obtiene:

~ dg
0= j( 7 ds —_—
O bien en forma integral: 5 J + dt


http://es.wikipedia.org/wiki/Ley_de_Gauss
http://es.wikipedia.org/wiki/Campo_magn%C3%A9tico
http://es.wikipedia.org/wiki/Ley_de_Faraday
http://es.wikipedia.org/wiki/Ley_de_Gauss
http://es.wikipedia.org/wiki/Campo_el%C3%A9ctrico
http://es.wikipedia.org/wiki/Campo_el%C3%A9ctrico
http://es.wikipedia.org/wiki/Ley_de_Amp%C3%A8re_generalizada
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Simetr%C3%ADa_gauge&action=edit&redlink=1
http://es.wikipedia.org/wiki/Carga_el%C3%A9ctrica#Principio_de_conservaci.C3.B3n_de_la_carga
http://es.wikipedia.org/wiki/Carga_el%C3%A9ctrica#Principio_de_conservaci.C3.B3n_de_la_carga
http://es.wikipedia.org/wiki/Carga
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_de_continuidad

Ecuaciones originales de Maxwell

En el capitulo 111 de A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field, titulado
"Ecuaciones generales del campo electromagnético”, Maxwell formulé ocho ecuaciones
que las nombré de la A a la H.*® Estas ecuaciones llegaron a ser conocidas como "las
ecuaciones de Maxwell", pero ahora este epiteto lo reciben las ecuaciones que agrup6
Heaviside. La version de Heaviside de las ecuaciones de Maxwell realmente contiene
solo una ecuacién de las ocho originales, la ley de Gauss que en el conjunto de ocho
seria la ecuacion G. Ademés Heaviside fusiono la ecuacion A de Maxwell de la
corriente total con la ley circuital de Ampére que en el trabajo de Maxwell era la
ecuacion C. Esta fusion, que Maxwell por si mismo publicé en su trabajo On Physical
Lines of Force de 1861 modifica la ley circuital de Ampére para incluir la corriente de
desplazamiento de Maxwell.

Las ocho ecuaciones originales de Maxwell pueden ser escritas en forma
vectorial asi:

Denominacién Nombre Ecuacion
A Ley de corrientes totales j;”f — j' | oD
o ot
Definicion de vector potencial = 7
= magnético puH =V x A
C Ley circuital de Ampere ﬁ' % j:f = j;of
D Fuerza de Lorentz E=puix H- 04 — Vo
ot
g . - - 1
E Ecuacion de electricidad elastica E=-D
£
F Ley de Ohm E=-]
T
G Ley de Gauss ‘3 D= P


http://es.wikisource.org/wiki/en:A_Dynamical_Theory_of_the_Electromagnetic_Field
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaciones_de_Maxwell#cite_note-15
http://es.wikipedia.org/wiki/Ley_de_Gauss
http://es.wikipedia.org/wiki/Ley_circuital_de_Amp%C3%A8re
http://es.wikipedia.org/wiki/1861
http://es.wikipedia.org/wiki/Corriente_de_desplazamiento
http://es.wikipedia.org/wiki/Corriente_de_desplazamiento
http://es.wikipedia.org/wiki/Vector_potencial_magn%C3%A9tico
http://es.wikipedia.org/wiki/Vector_potencial_magn%C3%A9tico
http://es.wikipedia.org/wiki/Ley_de_Ohm
http://es.wikipedia.org/wiki/Ley_de_Gauss

H Ecuacion de continuidad de carga ﬁ J = @

Ot

Donde : Hes el vector intensidad de campo magnético (llamado por Maxwell

como intensidad magnética), .J es la densidad de corriente eléctrica y Jiotes la

corriente total incluida la corriente de desplazamiento, I es el campo desplazamiento
(desplazamiento eléctrico), Pes la densidad de carga libre (cantidad libre de

electricidad), .4 es el vector potencial magnético (impulso magnético), F'es el campo
eléctrico (fuerza electromotriz (no confundir con la actual definicion de fuerza
electromotriz)), @es el potencial eléctrico y res la conductividad eléctrica (resistencia
especifica, ahora solo resistencia).

Maxwell no consider6 a los medios materiales en general, esta formulacién
inicial usa la permitividad y la permeabilidad en medios lineales, isétropos y no
dispersos, a pesar que también se las puede usar en medios anisotropos.

Maxwell incluyo el término U X Hep g expresion de la fuerza electromotriz
de la ecuacion D, que corresponde a la fuerza magnética por unidad de carga en un
conductor que se mueve a una velocidad U . Esto significa que la ecuacion D es otra
formulacion de la fuerza de Lorentz. Esta ecuacion primero aparecié como la ecuacion
77 de la publicacién On Physical Lines of Force de Maxwell, anterior a la publicacion
de Lorentz. En la actualidad esta fuerza de Lorentz no forma parte de las ecuaciones de
Maxwell pero se la considera una ecuacion adicional fundamental en el
electromagnetismo.

Expresion de las ecuaciones en relatividad

En la relatividad especial, las ecuaciones de Maxwell en el vacio se escriben
mediante unas relaciones geométricas, las cuales toman la misma forma en cualquier
sistema de referencia inercial. Estas estan escritas en términos de cuadrivectores y
tensores covariantes, que son objetos geométricos definidos en M*. Estos objetos se
relacionan mediante formas diferenciales en relaciones geométricas que al expresarlas
en componentes de los sistemas coordenados Lorentz proporcionan las ecuaciones para
el campo electromagnético.

. . (i . - -y
La cuadricorriente /" esta descrita por una 1-forma y lleva la informacion sobre
la distribucion de cargas y corrientes. Sus componentes son:

J* = (ep(r,t),J(r,1))

Que debe cumplir la siguiente relacion geométrica para que se cumpla la
ecuacion de continuidad.

aJ =10
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Escrito en componentes de los sistemas coordenados Lorentz queda:
doJJ" =10

Para poner en correspondencia objetos del mismo rango, se utiliza el operador de
Laplace-Beltrami o Laplaciana definida como:

L] = dd + dd
Podemos poner en correspondencia el cuadrivector densidad de corriente con

otro objeto del mismo rango como es el cuadripotencial, que lleva la informacion del
potencial eléctrico y el potencial vector magnético.

VA = —ppJ
O escrito en coordenadas Lorentz obtenemos que:
apaﬂﬂﬂ — _ﬂlﬂJﬂ

Expresion que reproduce las ecuaciones de onda para los potenciales
electromagneticos.

La 1-forma A lleva la informacion sobre los potenciales de los observadores
inerciales siendo sus componentes:

Para obtener el objeto geométrico que contiene los campos, tenemos que subir el
- - - - & -
rango de A mediante el operador diferencial exterior Jobteniendo la 2-forma F campo
electromagnético. En forma geométrica podemos escribir:

F=dA

Que expresado para un sistema inercial Lorentz tenemos que:
PR = 9P AY — g AP

Con lo que obtenemos el tensor de campo electromagnético.
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E, E E.
n - 4 _*=
C C C
E,
— 0 B. -B,
= | ¢
E’H
— —-B. 0 B,
C
B, -B, 0
L -

Primer par de ecuaciones de Maxwell

La siguientes expresiones ligan los campos con las fuentes, relacionamos la
cuadricorriente con el tensor campo electromagnético mediante la forma geométrica:

oF = pgJ

O bien en coordenadas Lorentz:
O, F™ = ppJ”
Obtencion de las ecuaciones

Para un observable en S partiendo de expresion en coordenadas Lorentz podemos
obtener:

[ I..I.ﬂ — 0
« Para ¥ = Utenemos que: dﬁF = po , entonces:

socp(r,t) — BN 4 0 4 gyp0 — 1|98 | 0Ly | OF
c | O Oy Oz
Por tanto:
1
V.E - p(l; 1)

e Para¥ =1,2,3 podemos obtener de la misma forma que:

gD
?ﬂH=J+§

Segundo par de ecuaciones de Maxwell

Corresponden a las ecuaciones homogéneas. Escritas en forma geométrica
tenemos que:

dx =10



Que corresponde con la expresion en los sistemas coordenados Lorentz:
Oy * F* =10

Donde el tensor * F'es el tensor dual de F. Se obtiene mediante el operador de
Hodge.

Obtencion de las ecuaciones
e Parar = 1)

0B, 0B,

s s s ] s K
D}P " Fjjﬂ _ dl ¥ Flﬂ | 0’;2 * F_ﬂ | '-r-i'% * F'}ﬂ — ‘ ‘
Oz dy

Por tanto:
V-B=20
e ParalV = 1.- 2: 3se obtiene la ecuacion vectorial:
OB
ANE 4+ —=10
V + By

. d Ft'r_ﬁ —0 . .
La propiedad Un * = Ureproduce las ecuaciones de Maxwell internas,
que se puede expresar como (F = (), que se puede escribir en los sistemas
coordenados Lorentz como:

a’ijcr_S + aSF'jrcr + ach.ﬁ'jr =0

Podemos resumir el conjunto de expresiones que relacionan los objetos que
describen el campo electromagnético en la siguiente tabla. La primera columna son las
relaciones geomeétricas, independientes de cualquier observador; la segunda columna
son las ecuaciones descritas mediante un sistema coordenado Lorentz; y la tercera es la
descripcion de la relacion y la ley que cumple.

Forma

Geométrica Covariante Lorentz Descripcion
dA=10 d, A" =0 Condicién/gauge de Lorentz (*)
F—=dA PV — ghAY _ ¥ AH Definicion de Campos

Electromagnéticos
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LA = pgd t‘iﬁ‘“ A" = ppJ” Ecuaciones de Ondas

oF = }'J'-{]nJ E}”Fﬂi—" = JI'-""I[]IJ'LII
SxF—0 | 8% Fm =

Ecuaciones de Maxwell

a.J =10 O, J" =0 Ley de conservacion de la Carga

(*) Existe una confusion habitual en cuanto a la nomenclatura de este gauge. Las
primeras ecuaciones en las que aparece tal condicion (1867) se deben a Ludvig V.
Lorentz, no al mucho mas conocido Hendrik A. Lorentz. (Véase: J.D. Jackson:
Classical Electrodynamics, 3rd edition p.294)

Finalmente el cuadrigradiente se define asi:

O def , det det [ O
a?_dg_:l&_ (@.?)

Los indices repetidos se suman de acuerdo al convenio de sumacion de Einstein.
De acuerdo con el calculo tensorial, los indices pueden subirse o bajarse por medio de la
matriz fundamental g.

El primer tensor es una expresion de dos ecuaciones de Maxwell, la ley de Gauss
y la ley de Ampere generalizada; la segunda ecuacion es consecuentemente una
expresion de las otras dos leyes.

Se ha sugerido que el componente de la fuerza de Lorentz ¥ X ['se puede
derivar de la ley de Coulomb y por eso la relatividad especial asume la invariancia de la
carga eléctrica.'’ *°

Expresion de las ecuaciones para una frecuencia
constante

En las ecuaciones de Maxwell, los campos vectoriales no son solo funciones de
la posicidn, en general son funciones de la posicion y del tiempo, como por ejemplo

.
H(-T: Y, <, t). Para la resolucion de estas ecuaciones en derivadas parciales, las
variables posicionales se encuentran con la variable temporal. En la practica, la
resolucién de dichas ecuaciones pueden contener una solucion armonica (sinusoidal).

Con ayuda de la notacion compleja se puede evitar la dependencia temporal de

, . .. . . ./ wrt
los resultados arménicos, eliminando asi el factor complejo de la expresion €’“". Gran
parte de las resoluciones de las ecuaciones de Maxwell toman amplitudes complejas,
ademas de no ser solo funcion de la posicion. En lugar de la derivacion parcial en el
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tiempo se tiene la multiplicacion del factor imaginario J“, donde wes la frecuencia
angular.

En la forma compleja, las ecuaciones de Maxwell toman la siguiente forma:™*

V-D=p

V-B=0
VxE=—jwB

V x H=7=(0+jwe)E
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